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RESUME

Les auteurs abordent l'analyse mathématique d’un terrain représenté par une fonction
Z=H (x,y) supposée définie par un polynome & 2 variables dans un certain domaine. On calcule
les courbures ( Yy, Vp) des lignes de niveau et des lignes de pente, et on définit un certain nombre
de lignes et de points remarquables: points a pente nulle, ombilics, intersections des lignes ¥ p=0
et ¥Yn=0, points d’altitude extrémales des lignes ¥ =0, lignes M correspondant aux extréma et
minima de la courbure YN des lignes de niveau, lignes remarquables Q, sous-ensemble sélec-
tionné de lignes de pente. Des exemples d’application sont aussi présentés.

SUMMARY

The authors give some numerical definitions concerning a terrain represented analytically by a
fonction Z=H (x,y), which is assumed to be locally defined through a 2 variables polynomial.
They give the expression of (¥y, Vp), curvatures of contour lines and fall lines — and define
several remarkable points and lines: points of slope 0, ombilics,intersections of ¥p=0and ¥y =0,
points of maximum and minimum altitudes on the lines YN=0, lines M defined as maxima and
minima of YN=0, on the contour lines, lines Q defined as a selected subset of fall lines. Some
results of practical application are presented.

Les pages qui vont suivre ont été écrites dans le cadre du travail du groupe d’études des
modéles numériques de surface (MNS) présidé par M. Gros, chargé de lactivité technique inter-
nationale au SETRA, a Bagneux (Service d’Etudes Techniques des Routes et Autoroutes); ce
groupe d’¢tudes étant lui-méme une branche d’activité du GRED (Groupe de Recherches et de
Développement), placé sous la présidence de M. Ginocchio (Electricité de France) et la direction
de M. Ducher, Ingénieur en chef géographe a I'lnstitut Géographique National.
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ELEMENTS REMARQUABLES DU RELIEF
DEFINITIONS NUMERIQUES UTILISABLES

Introduction

Une abondante littérature existe sur la représentation numérique du relief terrestre — ce qui
laisse a penser d'une part que fé probléme est trés complexe et d’autre part sans doute que des
sélections importantes de meéthodes utilisables n'ont pas encore été réalisées.

Les principes et définitions mathématiques qui vont suivre se proposent de désigner de fagon
précise les éléments remarquables d’un terrain. Les fonctions polynomiales par morceaux permet-
tent de concrétiser ces définitions sur des exemples réels.

Quelques principes

Le terrain le plus général comporte des discontinuités de premiére espéce (talus, falaises), de
deuxiéme espece (ruptures de pente) et de troisiéme espéce (ruptures de courbure).

Pour une représentation numérique, il est impossible de tenir compte de toutes ces discontinui-
tés, (au moins dans une premiére approche) et I'on se fixe comme objectif la représentation du
terrain par:

(M Z=H(xy)

la fonction H étant continue et dérivable, [, 2 ou 3 fois.

Cette hypotheése conduit a substituer au terrain réel un terrain «lissé» — par diverses procédures
de calcul —et c’est a partir de telles fonctions que nous énoncerons les éléments remarquables du
relief,

En pratique, beaucoup de méthodes utilisées actuellement conduisent a des développements
polynomiaux par morceaux, et les formules que nous allons donner sont donc pleinement vala-
bles dans chaque «morceau»: simplement il peut y avoir des discontinuités pour certains élé-
ments quand on passe d'un morceau au suivant. La discussion de ces discontinuités ne peut se
faire gqu'en liaison avec la nature des fonctions utilisées pour la représentation.

Notations

Elles seront expliquées au fur et & mesure. Nous n’avons pas pu empécher la répétition de
quelques lcttres. On donne ci-dessous la désignation de quelques éléments:
(N): ligne de niveau.
(P): ligne de pente; (Pp): pente,
(I"\): lignes J pour lesquelles Y n=courbure de(N)=0
(I'p): lignes K pour lesquelles Y p'=courbure de(P)=0
(M): lignes M pour lesquelles ¥ est stationnaire sur (N)
(Q): lignes Q:lignes de pente sélectionnées (1e(Q); Ve(Q)).
V: point de pente nulle (sommet, col, cuvette).

N: points de jonction (nceud de créte, confluent de Talwegs)
2 points origines ((M)MNI'N).

PREMIERE PARTIE: ELEMENTS REMARQUABLES DU RELIEF

On suppose qu’en tout point O (Xo, Yo) ont peut obtenir une expression de l'atitude au voisi-
nage de ce point, sous forme d'un développement de Taylor:

(2) Z= Z+ax +by+ 15 c(x2+2dxy +ey2) + % ( fx3+3gx2y +3hxy? +ky3)

x= XX, a,b.enm-!

| en métres
y=Y-Y, c,d,e.en m-2
Z,Zg en métres f,g h,kenm-3

Bul. C.F.C. n°95 —58—



3 —~—
Le référentiel sera le systéeme plan classique (wX, wY) avec wX, mY:—!—-%

Z, représente laltitude en O.
La pente T;:_gr—ad (Z) a pour expression générale:

3 A- a+cx+dy+1§ [ fx%+2gxy +hy?]
B-b+dx+ey+ 15 [gx?+2hxy +ky?]

On posera P=||P||, dont la valeur en O sera p=y/a’+b’
On fera aussi intervenir les variables suivantes:

@ Czc+fx+gy
Dz=d+ +gx+hy

E-e +hx+ky

Coefficients du tenseur des termes de deuxiéme ordre, dont les valeurs en O seront (c, d, ¢).

Les variables ( A, B, C, D, E ) sont les dérivées partielles au point courant, les variables ( a. b,
c, d, e) en sont l'expression au point 0. En général, on fera le calcul sur des grandes lettres et
(apreés dérivation) on utilisera indifféremment les notations P etyp.
Conventions de signes

Il est bon de signaler que les courbures que 'on va calculer seront valables en valeur algébri-
que sur des axes gue nous allons préciser.

Le vecteur (A,B)=grad (Z), dirigé selon la ligne de plus grande pente du point O, donne la base
du repérement. Son angle « avec wX est donné par :

P(A,B) (5) A=Pcosa

} avec Pz VA’+R’

B=Psina«

2
Fig. 1

Les axes (Ox, Oy) sont paralléles en O A (0X, wY).
Les axes tournés de (+a) sont (Oe, on) et sont dits axes locaux au point O.

En appliquant (5) ct des formules appropriées, on obtient la courbure ¥ de la courbe de
niveau (N), comptée algébriquement sur (O¢€), et la courbure Yp de la ligne de pente passant par
O, comptée algébriquement sur (On).

On notera que lc déplacement sur (N) selon (On), dit déplacement dans le sens direct, s'effectue
en laissant la vallée a gauche et les hauteurs a droite.
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I. Courbe de niveau (N) passant par O,

Elle a pour équation implicite:

(6> Oz ax+by+ ;— (ex?+2dxy +ey?)+...

On peut avoir sa courbure ¥y au point O par divers procédés:
— En posant y=tx dans I’é¢quation (6), limitée aux termes du deuxiéme degré: on obtient les
équations paramétrigues suivantes:

2(a+bt)
(7 X= = . =tx
T c+2dttet2 Y

_beye—xy)
(x2+y-2)3/2

dont la courbure a l'origine est donnée par U’NI

— En écrivant directement la formule de la courbure des fonctions implicites:

cda
deb 32 2

abo 2abd—cb*— ea
(€:)) Py =

@a2+b2)¥2  (a?+b?) 32

— On peut aussi appliquer le processus suivant:
L'¢lément différentiel (dx, dy) sur I'arc (N) est donné par :

< = iy o _dy A
dZ=0 => Adx+Bdy=0 => tgf= 5 = .

On a par ailleurs, ds désignant la différentielle de I'arc sur (N):
(9) (dx=ds cosp

dy =ds smnp

cos f :-.B/P; sin,B = A/P

Il vient alors: (¥*)

dA , dB
—dp d(arc tg (*%)) 1 d—s-A ds
VN T— = = 5 =
ds ds 1+ A’ B2
B2
(E:af Elf+a—é @:Ccosﬁ+Dsinﬁ :r—Ii(lt—A—[l
ds 9x ds OJy ds P
-BD + AE
(}P:BE d—x+@ ér:Dcosﬁ-kEsin[}:——t—-—
ds Jx ds Oy ds P
,__BCAD - BO)-ACAE - BD) _ 2DAB-EA’ - CB?
N- p3 - p3
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Ou encore, en petites lettres :

2dab-cb?-ea?
ao VN = 3
a2+ b ¥2

Dans les axes locaux (Qg, On), on aura (en faisant b=0, a=p) la formule réduite suivante:

Aan VN = % (axes locaux)

Le relief en O sera dit convexe (respectivement concave) si Yn>0 (respectivement VY <0).

IL. Lignes de pente
- - % . - Ty B
Elles sont d¢finies comme ¢tant les courbes tangentes en chaque point O au vecteur grad (Z) qui
passc c¢n ce point.

dx _dy .
a2) x

= H

tga :.&
B

Courbure : soit I'élément darc (dx, dy, ds) surﬁ%

dx =ds cosa

dy =ds sine
3
COS & :é_ , sina -B

P

Il vient alors (la courbure étant comptée algébriquement sur On):

dB

d B 1 s B;E
Yp -Ce 4 (arc tg (=)) = 5 g 2

ds ds A 1+ B A2

AF

dA 0A dx OJA dy . AC+DB

= + =Ccosa+Dsinaz ————
ds Ox ds OJy ds p
b & ol dx +aB dy =Dcosa +E sina-=- D—-—-—A+EB
ds 0x ds 9dy ds P

_A’D+ABE-BAC-B?D
= >

Yp

d . : T
(**) La formule ¥y= L donne la courbure comptée algébriquement sur I'axe tourné de (+—) a
N d . q
; 5 . ]
partir de On. Il faut mettre le signe (-) pour avoir la courbure sur l'axe Ok
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